La suspension homologique pour les
CW-complexes finis quotients d'actions libres de

(Z/2)"

Nguyen Dang Ho Hai, Lionel Schwartz

April 22, 2024

IRL CNRS FVMA, Université de Hué, USPN



Cette note est un épilogue a :

Dorra Bourguiba, Jean Lannes, Lionel Schwartz and Said Zarati.
Complexes équivariants de modules instables sur I'algébre de
Steenrod assoviés & un Z/2)"-CW-complexe fini. A paraitre dans
Mémoires Soc. Math. France.,

Nguyen Dang Ho Hai. Stanley-Reisner rings and the occurrence of
the Steinberg representation in the hit problem.Comptes Rendus
Mathématique, 360:1009-1026, 2022.

Les articles suivants, plus anciens sont aussi une motivation :
Nguyen Dang Ho Hai et Lionel Schwartz. Realizing a complex of
unstable modules. Proc. Japan Acad. Ser A, 87(5):83-87, 2011.
La fonction de partition de Minc et la cohomotopie de certains
spectres de Thom (avec Nguyen D. H. Hai et Tran Ngoc Nam)
Advances in Math. Volume 225, Issue 3, 20 October 2010.



Soit Vi, = (Z/2)", H*X, Hy X (resp. H*X, Hi X) désignent la
cohomologie et la cohomologie équivariante (resp. réduite ...)
modulo 2.

Soit F un foncteur de la cat:égorie des espaces (ensembles
simpliciaux, espaces ayant le type d’"homotopie d'un
CW-complexe...) dans elle m:@me. Soit X un espace, en g:én:éral
la cohomologie de F(X) n'est pas un foncteur de la cohomologie
de X.

Il'y a des cas ou cela est vrai :

e QY X (X connexe)

e Q"Y"X (X connexe).

e map(BV, X) (Lannes).

o La construction quadratique : EZ/2 X7, (X x X) (Milgram)



o



Voici un autre cas, proche du second.

Théoreme

Soit X un V,, = (/Z/2)"-espace dont la cohomologie équivariante
est libre comme H*V,-module. Alors I'application induite en
homologie par I'évaluation (la suspension homologique)

"IQY(X/Sing)/ Vil — (X /Sing)/ Vi

est surjective et la (co)-homologie de Q"1[(X/Sing)/V,] est
fonctorielle en celle (X /Sing)/V,.




Soit G un groupe agissant sur un CW-complexe X. On notera de
facon générique Sing le lieu singulier de cette action, c’est a dire le
sous-ensemble des points dont le sous-groupe d'isotropie n’est pas
réduit a I'élément neutre. L'action de G sur Xieg = X \ Sing, la
partie réguliere, est libre.

On peut obtenir un modele pour le classifiant BV,, de la maniére
suivante. On choisit une représentation R de V, on note |'espace
de représentation aussi R. On suppose que RY = 0 et que le lieu
singulier Sing, qui est une réunion de sous-espaces de R, est non
réduit a 0 (ce qui est vrai dés que n > 2) et n'est pas R tout
entier. La représentation réguliére réduite satisfait a ces conditions.



Le groupe V agit librement sur le lieu régulier : R,ee = R\ Sing
et sur (R%),ez, ces ensembles sont non-vides. On a une inclusion

(REBk)reg SN (R®k+1)reg

La dimension du lieu singulier de R®* croissant linéairement avec
k et étant non nulle, la dualité d'Alexander implique que la
connexité de (RK),q, tend vers I'infini avec k. La colimite est
donc un modele pour EV. La colimite des quotients successifs
My = (R®K),eg/V est un modele pour BV.

On note cR le compactifié a l'infini de R, I'action de V s’y étend
uniquement.On a :

cR2S(ROR) =Y, (S(R))

> ,r désigne la suspension non réduite



La variété M, est ouverte et est difffomorphe a I'intérieur d'une
variété a bord ([1]) et le compactifié a I'infini, cMy, de My est
homéomorphe au quotient de cette variété par son bord et au
quotient (cR®k/Sing)/V (voir [1] section 7).

Ces homéomorphismes respectent la structure de V,-espaces. Pour
tout k on a une inclusion cMy — cMy 1.

Théoreme

La colimite des espaces cM) est homotopiquement équivalente :a
un bouquet de copies de X"(BV+).




L'isomorphisme de Thom implique que la cohomologie
V-équivariante réduite cR®* est un un H*V-module libre de rang
1 (voir [1] section 7).

La question initiale [BLSZ], était la suivante :

Question

Soit un V,-CW-complexe fini X dont la cohomologie équivariante
Hy X est un H*V-module libre. L'espace (X/Sing)/V, estil, a
homotopie prés, une n-suspension, ou rétracte d’'une n-suspension?

Une indication dans cette direction est que la cohomologie réduite
H*(X/Sing)/V, est alors la n-suspension d'un module instable

(11])-



Dans le cas ol le H*V-module libre Hy X est libre de rang 1, on
sait, [1] section 7, que X est” a homotopie pres’ le compactifié
d’'une représentation de V,,. La conjecture suivante est alors
raisonnable :

Conjecture

Soit un V,-CW-complexe fini X dont la cohomologie équivariante
Hy X est un H*V-module libre de rang 1. L'espace (X /Sing)/V,
est, 3 homotopie prés, la suspension n-éme d’un espace ou rétracte
d’une telle suspension.




Dans ce cas 0.1 peut &tre amélioré.
Théoreme

Soit R satisfaisant aux conditions ci-dessus. On a une équivalence
d’homotopie

Y(cR/Sing)/V, ~ \/‘11(R)5"le \/ XC

avec C n-connexe, d(R) un entier et la suspension homologique
induite par I'évaluation

Y"Q"C — C

est surjective.




On peut encore préciser dans le cas de la représentation réguliere
réduite Reg.

Proposition

Pour tout d > 1
—— &d . 3
Y(cReg /Sing)/V,~(°T)V XXy

ot T est GL(V,)-homotopiquement équivalent & I'immeuble de
Tits, X4 n-connexe et la suspension homologique induite par
I'évaluation

ZnQnXd — Xd

est surjective.




Cela résoud une question soulevée dans [7] :

Théoreme

Soit e, € F2|GL(V,)] I'idempotent de Steinberg et T (k) le k-éme
spectre de Brown-Gitler ([2]). On a une équivalence d’homotopie
de spectres :

S e, [(cReg/Sing)/ V] =~ \/ T ~1)
i=0

On rappelle que I'on veut démontrer :



Démonstration

La démonstration de 0.1 est une application directe de résultats de
[BLSZ] (initialement de [AFP]) et de David J. Hunter and Nicholas
Kuhn.

Characterizations of spectra with U-injective cohomology which
satisfy the Brown-Gitler property. Trans. Amer. Math. Soc.,
111:95-143, 1980..

Théoreme

Soit X un V,-espace fini dont la cohomologie équivariante H\*/n(X)
est un H*V,-module libre alors la suspension homologique

H. (X" 1Q (X /Sing/V,)] — H«(X/Sing)/ V,

est surjective.




Les complexes de [BLSZ] fournissent les applications nécessaires a
I'application du résultat suivant de Hunter-Kuhn.

Théoreme

Soient X un espace n-connexe, Z un espace. Supposons qu’il
existe une application X — ¥X"Z injective en homologie. Alors
I'application d'évaluation X"Q2"X — X est surjective en homologie.
Soient X un spectre 0-connexe, Z un espace. Supposons qu'il
existe une application X — X°°Z injective en homologie. Alors
I'application d’évaluation X*°Q>°X — X est surjective en
homologie.




o



Rappelons le complexe topologique (ou complexe de
Atiyah-Bredon) de [BLSZ].

Soit p un entier avec —1 < p < n:=dim V ; on définit une

filtration croissante de X par

. w
FRX= | XY
codim W<p
D=F 1 XCFRX=XVC...C...CFp1X=38ing C F,X = X.
X :

A .
Le complexe de cochaines C3,,

CopX = Clp X = ... CL X = ... CL X =0 ...

est défini par :

CP

top

X = TP HY(FpX, Fpo1X)



Le cobord est le connectant de la triade (Fp11.X, FpX, Fp_1X). Ce
complexe est muni d'une coaugmentation naturelle
H*( ) =: Crl X — CO_X. Le complexe coaugmenté est noté

tOpX Le théoreme 0.1 de [1] est le suivant (démontré d'abord
dans AFP) :

top top

Théoreme

Soit un V-CW-complexe fini. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) Le H*V-module H{, X est libre.

(i) Le complexe coaugmenté Ce X est acyclique.

top

Il suit alors du théoreme 0.2 et de la proposition 0.3 de [1] que :

Théoreme
Sous I'une des hypoythéses précédentes les modules sur I'algébre
de Steenrod C X := YT PH{ (FpX, Fp—1X) sont instables.

top




Le connectant du complexe topologique est induit par une
application :

EV Xy FPX/EV Xy Fp,1X — Z(EV Xy Fp,1X/EV Xy Fp,QX)

ou les V-espaces FxX/Fix_1X ont des point-bases V-stables
évidents.
On a un homéomorphisme :

FiX/Fr_1X ~ \/ XYW /Sing
codimW=k

Dans le complexe topologique la fleche terminale (3 droite) du
complexe est donc induite par une application :

EV xy X/Sing —» \/  EV xy £(X"/Sing)
codimW=n—-1



en écrasant en un point de chaque c6té le facteur BV
correspondant au point base. Donc a homotopie prés on a une
application:

(x/Sing)/V — \/  E(BZ/2x X /Sing)/(V/W) (1)
codimW=n—-1

qui est surjective en cohomologie sous I'hypothése que le
H*V-module HY, X est libre.

Les propositions 1.1 et 4.11 de [1] montrent que si H}, X est libre
comme H*V-module, alors H(‘//WXW est libre comme

H*V /W-module. Donc par composition on obtient une
application :

(X/Sing)/V = \/  T2(B(Z/2)* x X" /Sing)/(V/W5) (2)
Wic W,

aveavec codim(Ws,) = n— 2, codim(W;) = n— 1 qui est encore
surjective en cohomologie.



En itérant on obtient :

Lemme

Si la cohomologie équivariante de X est H*V-libre il existe une
application

(X/Sing)/V —\/ £"(BV x XV+)
D

vers le bouquet indexé par les drapeaux
D={(0C Wi C W, C...C W,=V)} qui est surjective en
cohomologie, donc injective en homologie.

L'espace singulier étant dans le dernier pas de I'itération est vide,

ce qui explique I'apparition du point adjoint +.

On est dans les conditions d’application de la proposition de [HK],
sauf que (X/Sing)/V est seulement (n — 1)-connexe. Ceci donne
donc 0.1.



Le cas particulier ou le V,-complexe fini est le compactifié cR
d'une représentation R :

Théoreme

Soit R une représentation de V,, telle que RV = 0. On a une
équivalence d’homotopie

£(cR/Sing)/ V=~ Vi s\ [ £C
avec C n-connexe, d(R) un entier et la suspension homologique
H*(X"Q"C) — H*(C)

est surjective.




On note cRX le compactifié de la représentation R®¥. On a un
systeme inductif

cR/Sing < cR?/Sing «— ... < cR¥/Sing — ...

dont le télescope sera noté cR>°/Sing. On a également le syteme
obtenu par quotient :

(cR/Sing)/V — (cR?/Sing)/V < ... < (cR¥/Sing)/V — ...
et le téléscope (cR>°/Sing)/V.
Lemme

SiRY =0, pour tout k I'application induite en cohomologie par
cR¥/Sing)/V — (cRK*1/Sing)/V est surjective, c'est un

( g g j

isomorphisme en degré n.

Ce lemme est déja démontré dans [BLSZ] (Proposition 7.39) dans
le cas de la représentation réguliere réduite. Dans le cas général on
la démontre par récurrence sur la dimension de V.
On rappelle d’abord I'isomorphisme [BLSZ] :

Cr (cR¥) = = "[*((cR*/Sing)/ V)

top



Proposition

Soit R une représentation telle que RY = 0. Le télescope
c(R>°/Sing)/V est homotopiquement équivalent & un bouquet de
n-suspensions de BV +.

On considére les complexes C;Op(cT\’,k/Sing) et on passe a la
limite sur k. Le complexe obtenu demeure exact, les conditions de
Mittag-Lefler étant satisfaites. On peut supposer par hypothése de
récurrence que tous les termes, sauf le dernier, sont des sommes
directes de copies de H*V. Il en est donc de méme du dernier [5].
I suit que comme module instable, H*((cR*>°/Sing)/V) est
somme directe de copies de X"H* V. L'identification homotopique
résulte alors des arguments sur le connectant du complexe.



e |

—— C,(cR¥) . H} (cR*/Sing) —0

e est la classe d'Euler du fibré vectoiel R xy EV — BV, ici e 0.



Avec

Cg)p(X) = @W,codim(W):p Z_p’:I\*/('L_p)</":p—1X)

= O, codim(W)=pH"V @H+viv H\*//W(XW, Sing)

et en particulier

Cn

top

(X) = X "H;(X/Sing) = £~"H*([X/Sing]/V)



Scindage du n-squelette
Ce résultat donne une application

00 /¢ d(R) cn
(cR*/Sing)/V — ViP5

qui induit un isomorphisme en cohomologie en dimension n pour
un certain entier d(R) et donc, pour k > 1 quelconque une

application :
d(R)

(cR*/Sing)/V — \/ S"
1

qui a la méme propriété. en notant X, le quotient de I'espace par
le n-squelette on a :

Corollaire

Sous I'hypotheése ci dessus sur R :
¥(cR*/Sing)/V =~ Vi sm1\ [ £,

avec X, n-connexe.




L'immeuble de Tits

On précise le 2.4 dans le cas de la représentation réguliere réduite
Reg et démontre la proposition 0.6.

Proposition

Dans le cas o R est la représentation réguliere réduite 7/3\5g ona:
— k
Y(cReg /Sing)/V ~ 3T v X,

ot T est GL(V,)-homotopiquement a I'immeuble de Tits et X4
n-connexe.




Soit le sous-ensemble des vecteurs non nuls de V,,, on indexe les
sommets du simplexe A2"~1 par ces vecteurs. Soit ', le
sous-complexe constitué par les faces indexées par les sytémes de
vecteurs qui n'engendrent pas V), I, est un GL(V,,)-espace.

Lemme

Le GL(V,)-espace ', est GL(V,)-homotopiquement équivalent a
I'immeuble de Tits de V,,.

Soit S, la catégorie dont les objets sont les sous-ensembles de
vecteurs non nul de V), qui n'engendrent pas V,,, les morphismes
I'inclusion. La réalisation géométrique du nerf, N(S,), de S, est la
subdivision barycentrique de I,,.

W, la catégorie des sous-espaces W non-triviaux de V,,
(04 W # V).

Le foncteur Gen : S, — ', qui envoie un sytéme de vecteurs vers
le sous-espace qu'il engendre, vérifie les conditions du Théoreme A
de Quillen [9]. En effet chaque sous-catégorie W \ Gen a pour objet
terminal, I'ensemble des vecteurs non nul de W. Le résultat suit.



Rappelons le joint de Xi,..., X;

J(X) = H*i<i<eXi

Si chacun des X; est un point le joint n'est autre que Af~1. Si de
plus chacun des X; est un G-espace, G un groupe, |'application
induite par les projections sur un point :

J = d1<i<e Xi — At

est équivariante et passe au quotient et, I'action sur Af~! étant

triviale, donne
J/G — At

Si de plus on choisit pour chaque X; un point base on récupére une
application qui n'est pas équivariante :

AT



mais par composition :
AT 5T T/G

La composée

AT 5T J/6— A (3)
est l'identité.
Explicitons dans le cas de cReg®, on abrégera cReg” en c¢R dans

ce qui suit . Les 2" — 1 représentations non triviales (de dimension
1) de V,, sont notées p;, 1 < i <2"—1, R s'écrit

R = @pk.
On notera E; pour prk. On a un isomorphisme de V,-espaces
S(R) & *1§iS2n_1S(Ei)

ou S(E;) désigne la sphere unité de E;.



Dans ce cas si on considere les applications considérées ci-dessus
(en (3)) on constate que I, prend valeurs dans Sing qui lui
s'envoie sur [,. L'action de V,, sur [',, étant triviale on obtient le :

Lemme

On a un diagramme commutatif 3 homotopie prés, dont les
colonnes sont de cofibrations :

My——>Sing/Vy ———T

i

— k
cReg [V,

|

(Tn) — (cReg" /Sing)/ Ve —= %(T1)

n

A%~ A~




Les carrés supérieurs commutent exactement. Ceux du bas aussi en
remplacant les quotients de la ligne inférieure par des cones. Les
composées horizontales supérieures et inférieures sont I'identité et
les fleches horizontales GL( V) équivariantes.



o



o



Question homotopique

Etant donnée la description précéedente on peut ramener la
question initiale (dans le cas considéré) la qusetion suivante dans le
cas de V5.

X un Va-espace. V: X — V3L X la comultiplication itérée.

[ X—=>Y, 1<i<3

La cofibre de la composée

H
X % 3Ex A \Ary

est elle homotope a une suspension?



o



Les spectres de Brown-Gitler

On appelle spectre Brown-Gitler un spectre T (k) 2-complet dont
la cohomologie est isomorphe au module instable J(k) et qui vérifie
I'une des hypothéses du théoreme 1.1 de [HK]. Un spectre X a la
propriété de Brown-Gitler si pour tous les spectres Z, rétracte du
spectre en suspension d'un espace, |'application naturelle

[X, Z] — Hom,, (H*Z, H*X)
est surjective. Ici o7 est |'algebre de Steenrod modulo (2).

Théoréeme

Soit X un spectre dont la cohomologie est injective dans la
cat:égorie % . Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes.
(i) Il existe un spectre Y dont la cohomologie est un module
instable injectif réduit et une application f : X — Y surjective en
cohomologie.

(ii) X satisfait :a la propriété de Brown-Gitler.




Le candidat arrive d'emblée avec une application satisfaisant aux
propriétés de la premiere condition. |l faut montrer que sa
cohomologie est celle attendue.

Cela est fait dans [7], revenons dessus. Le groupe linéaire GL(V/)

—2
agit sur le quotient (cReg /Sing)/V. On peut, et apres
suspension, appliquer |'idempotent de Steinberg et décomposer
I'espace en bouquet de deux espaces. En fait dans ce cas il n'est

— 2
pas nécessaire de suspendre car (cReg /Sing)/V est déja une
suspension compatible a I'action de GL(V).

Théoreme
Soit e, I'idempotent de Steinberg de F2[GL(V)]. Le spectre

S "e,.(cReg/Sing)/V

est homotopiquement équivalent au bouquet \/}_, T(2' —1).

Le lemme 1.4 dit exactement que |'on peut appliquer le théoreme
5.1 en utilisant les résultats de [7].



On rappelle en quelques lignes pourquoi le spectre en question a la
bonne cohomologie. Etant donné un &/-module M, on rappelle
que le dual de Spanier-Whitehead DM est défini par

(DM)~" = Homg,(M", Z/2),  neZ,
6(f) = f o (x(9)), feDM, 0 ec o,

X étant I'antipode de /. On a des isomorphismes
T ST T
H*((cReg /Sing)/V) = H;((Reg \ Sing)/V)
22 -UDH*((Reg” \ Sing)/ V).

Le premier isomorphisme est bien «7-linéaire et on va expliquer la
o7-linéarité du second qui est donné par la dualité de Poincaré.



On vérifie que H*((7/€\eé2 \ Sing)/V) | est isomorphe a I'anneau
quotient fini R(V*,2) de H*V ([Hai]).

[l'y est montré montré que le facteur de R(V*,2) associé a la
représentation de Steinberg est isomorphe a la somme directe

GnB 22(2"71)7n7(2’?1)8(2i ~1)

i=0
ou les modules de Brown-Gitler B(k) et J(k) sont liés par
YADB(k) = J(k).
Il faut expliquer la «7-linéarité de la dualité de Poincaré

H:((Reg” \ Sing)/ V) = 222" VDH*((Reg \ Sing)/ V).

Pour cela, soit X une variété sans bord de dimension d (pas
nécessairement compact, voir par exemple [3], Chapter 3). La
dualité de Poincaré est donnée par

D : H'X — Homp,(H' X, F>), D(x)(y) = xUy € HI(X) = F,.
Pout tout x € HI~/(X), on a Sq’(x) = x U v;(7x) ol vi(7x) est la

i-eme classe de Wu du fibré tangent, 7x, de X ([6]). La dualité de
Poincaré D est «7-linéaire si v;(7x) = 0 pour tout i.> 0.



En effet, pour tout u € HI=t=™(X) et tout v € Ht(X), on a

SqM(u)U v + Z Sq'(uU (xSq™"v)) + uU xSq"(v) =0
i=1

Donc si les classes de Wu de 7x sont triviales le terme au milieu
s'annule ce qui implique que

Sq"(u) Uv =uUxSq"(v).
I suit que D envoie Sq™(u) sur la fonction
vi— Sq"(u) Uv = uUxSqm(v),

et Sq"(D(u)) est la fonction composée

v = xSq"(v) — uU xSq™(v). Ceci montre que D commute avec
Sq™.

On revient a notre cas ot X = (@2 \ Sing)/V est une variété de
dimension d = 2(2" — 1). Par instabilité, si i > % =2"—-1et

x € HI71(X), alors Sq(x) = x U vj(tx) = 0, ce qui implique que
vi(7x) = 0 car la forme bilinéaire HY='X x H'X — HIX = F; est
non-dégénérée.



Le fibré tangent 7x est le “pullback” du fibré

—2
EV xy Reg 2, BV induit par une application f : X — BV. La
classe totale de Stiefel-Whitney de p> est donnée par

W(p2) = H (1+a)2 = (1+ Qn,0+"'+ Qn,n—1)27
0#acV*

ou |Qni| =2" — 20 et Fo[@no,- -, Qna1] = H* VGLr est I'algebre
d'invariants de Dickson. Donc w;(p2) est trivial si 0 < i <2" — 1.
Par naturalité, wj(tx) = 0si 0 < i < 2" — 1. Utilisant la formule
v(7x) = xSa(w(7x)), on voit que vj(tx) =0si 0 </ < 2" —1.
Donc vj(7x) = 0 pour tout i > 0.
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